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Abstract
Neutrino merupakan salah partikel elementer dari keluarga lepton. Ketika dipostulatkan oleh Pauli
tahun 1930, neutrino diasumsikan tidak bermassa. Model standar dari fisika partikel juga mem-
prediksi bahwa neutrino juga tidak bermassa. Tetapi , tahun 1998 percobaan di Super-Kamiokande
berhasil mengamati osilasi neutrino di alam . Fenomena osilasi neutrino bisa dijelaskan hanya kalau
neutrino bermassa.Sampai saat ini diketahui neutrino mempunyai tiga flavor yaitu neutrino elektron
, neutrino muon , dan neutrino tauon . Keadaan eigen flavor dan keadaan eigen massa neutrino di
hubungkan oleh matrik uniter MNS (Maki-Nakagawa-Sakata ), yang mempunyai empat parameter
yaitu tiga sudut dan satu fase CP . Dalam paper ini akan dikaji probabilitas osilasi neutrino tiga
generasi baik dalam vakum maupun materi dan kebergantungan fase CP.
Abstract
Neutrino is an elementary particle of lepton family. When postulated by Pauli in 1930, neutri-
nos were assumed massless. The standard model of particle physics predicts that neutrinos are also
massless.But, in 1998, Super-Kamiokande experiment successfully observe neutrino oscillations in
nature. The phenomenon of neutrino oscillations can be explained only if neutrinos have mass . Cur-
rently there are three known neutrino flavor i.e electron neutrinos, mu neutrinos, and tau neutrinos
. Eigen state of flavor and eigen state of neutrino masses connected by a unitary matrix MNS (Maki-
Nakagawa-Sakata), who has four parameters, namely three angles and the one phase CP . In this paper
examined three generations of neutrino oscillation probability in both the vacuum and the matter and
the dependence of the phase CP.
Kata kunci : neutrino oscillation , vacuum , matter
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I. Pendahuluan
Neutrino merupakan salah satu partikel elementer dari keluarga lepton (yang lain kuark)
yang dipercaya sebagai penyusun alam semesta ini. Pertama kali neutrino diusulkan oleh
Pauli pada tahun 1930 untuk menjelaskan fenomena peluruhan beta dan tidak bermassa.
Pada tahun 1956, Cowan dan Reines menemukan anti neutrino .Neutrino merupakan par-
tikel yang unik karena tidak bermuatan dan hanya berinteraksi lemah saja. Sampai saat ini
neutrino diketahui memiliki tiga rasa (flavor) yaitu neutrino elektron, neutrino muon dan neu-
trino tauon.Selanjutnya model standar fisika partikel juga memprediksi kalau neutrino tidak
bermassa , tetapi tahun 1998 percobaan Super-Kamiokande memberikan bukti kuat menge-
nai kehadiran fenomena osilasi neutrino yang berimplikasi neutrino bermassa [1].Selain itu
adanya persoalan neutrino matahari yaitu terjadinya perbedaan fluks neutrino elektron yang
di terima ketika sampai di bumi dengan prediksi teoritis. Fluks neutrino elektron yang di-
terima oleh percobaan ternyata cuma sepertiga dari prediksi teoretis.Persoalan ini bisa disele-
saikan dengan osilasi neutrino dan mempunyai massa walaupun kecil.
Jauh sebelumnya osilasi neutrino sebenarnya telah diprediksi oleh Maki, dkk [2] pada
tahun 1962. Maki menunjukkan osilasi neutrino dua generasi yaitu neutrino elektron ke neu-
trino muon dan meprediksi bahwa neutrino bermassa walaupun sangat kecil.Sekarang dike-
tahui neutrino mempunyai tiga generasi yaitu neutrino elektron , neutrino muon , dan neu-
trino tauon.Karena tiga generasi tersebut , maka matrik MNS nya menjadi 3 3 yang mem-
punyai empat parameter yaitu tiga sudut (q12, q23, q13) dan satu sudut fase CP. Pada penelitian
sebelumny[3, 4, 5] menyajikan bagaimana mendapatkan fase CP baik secara teoritis maupun
percobaan. Pada tahun 2014 ketiga parameter sudut pada matrik MNS sudah berhasil dikon-
firmasi oleh percobaan, tetapi fase CP masih menjadi tantangan tersendiri untuk dikonfirmasi
oleh percobaan.
II. Probabilitas Osilasi Neutrino dan Kebergantungan Fase CP dalam
Vakum
Untuk mendapatkan perumusan probailitas osilasi neutrino dalam vakum, tinjau Hamilto-
nian neutrino tiga generasi
H =
0@ Hee Hem HetHme Hmm Hmt
Hte Htm Htt
1A (1)
diagonalisasi Hamiltonian memberikan
U†HU =
0@ E1 E2
E2
1A
(2)
dengan Ei = E+
m2i
2E , maka
U†HU =
0BB@ E+
m21
2E
E+ m
2
2
2E
E+ m
2
3
2E
1CCA
= E+
1
2E
0@ m21 m22
m23
1A (3)
keadaan eigen dari neutrino diberikan
jnai =å
i
Uai jnii (4)
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dimana Uai adalah matrik bauran neutrino dan keadaan eigen neutrino yang bergantung
waktu diberikan
jna (t)i =å
i
Uaie
 iEit jnii (5)
dan 

nb
 =å
i


nb
Ubi (6)
sehingga amplitudo transisi neutrino

nbjna (t)

= å
j
å
i
Uaie
 iEitUbj


njjni

= å
i
Uaie
 iEitUbi
= å
i
Uaie
 i

E+
m2i
2E

t
Ubi
= e iEtå
i
Uaie
 i m
2
i
2E tUbi
= e iELå
i
Uaie
 i m
2
i
2E LUbi (7)
dan amplitudo probabilitasnya diberikan
P
 
na ! nb

=
A  na ! nb2
= dab   4
siklik
å
(ij)
ReJijab sin
2 D0ij   2
siklik
å
(ij)
ImJijab sin 2D
0
ij (8)
dimana
Jijab = UaiU

biU

ajUbj (9)
D0ij 
DijL
4E


m2i  m2j

L
4E
(10)
Dengan menggunakan faktor Jarlskog (Jarlskog invarint), suku ketiga persamaan (8) dapat
dituliskan
P
 
na ! nb

= dab   4
siklik
å
(ij)
ReJijab sin
2 D0ij  2
siklik
å
(ij)
J sin 2D0ij (11)
Tanda  pada suku ketiga persamaan (11), diambil   (+) dalam kasus (a, b) yang merupakan
permutasi (anti) siklik dari (e, m). Penjumlahan siklik terhadap seluruh (ij) = (12) , (23) , (31).
Selanjutnya akan di hitung secara eksplisit ReJijab = UaiU

biU

ajUbj dan faktor Jarlskog J =
Im

Ue1Um1U

e2Um2

. Dengan menggunakan matriks bauran untuk neutrino (matriks MNS)
mempunyai bentuk
Uai =
0@ c12c13 s12c13 s13e id s12c23   c12s23s13eid c12c23   s12s23s13eid s23c13
s12s23   c12c23s13eid  c12s23   s12c23s13eid c23c13
1A (12)
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didapatkan bentuk eksplisit
ReJ12em =  

c212   s212

Jr cos d+ s212c
2
12c
2
13

s223s
2
13   c223

(13)
ReJ23em = Jr cos d  s212s223s213c213 (14)
ReJ31em =  Jr cos d  c212s223s213c213 (15)
ReJ12et =

c212   s212

Jr cos d+ s212c
2
12c
2
13

c223s
2
13   s223

(16)
ReJ23em =  Jr cos d  s212c223s213c213 (17)
ReJ31et = Jr cos d  c212c223s213c213 (18)
ReJ12mt = s
2
12c
2
12s
2
23c
2
23

1+ s213 + s
4
13

 

s212c
2
12 + s
2
23c
2
23

s213
 

c212   s212
 
c223   s223

s12c12s23c23s13

1+ s213

cos d
+2s212c
2
12s
2
23c
2
23s
2
13 cos 2d (19)
ReJ23mt =  

c223   s223

Jr cos d+ s223c
2
23c
2
13

c212s
2
13   s212

(20)
ReJ31mt =

c223   s223

Jr cos d+ s223c
2
23c
2
13

c212s
2
13   s212

(21)
dengan sij  sinij, cij  cosij dan faktor Jarlskog
J = s12c12s23c23s13c213 sin d
= Jr sin d (22)
Probabilitas osilasi neutrino baik transisi maupun survival dalam vakum didapatkan dengan
memasukkan bentuk eksplisit ReJijab dan faktor Jarlskog ke persamaan (11) , didapatkan
P
 
ne ! nm

= Aem cos d+ B sin d+ Cem (23)
P (ne ! nt) =  Aem cos d  B sin d+ Cet (24)
P
 
nm ! nt

= Amt cos d+ B sin d+ Cmt + D cos 2d (25)
P (ne ! ne) = Cee (26)
P
 
nm ! nm

= Amm cos d+ Cmm   D cos 2d (27)
P (nt ! nt) = Att cos d+ Ctt   D cos 2d (28)
dengan koefisien - koefisiennya secara eksplisit adalah
Aem =

4

c212   s212

Jr sin2

D12
4E
L

  4Jr sin2

D23
4E
L

+4Jr sin2

D31
4E
L

(29)
B =

 2Jr

sin

D12
2E
L

+ sin

D23
2E
L

+ sin

D31
2E
L

(30)
Cem =

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

(31)
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Cet =

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

(32)
Amt =

+4

c212   s212
 
c223   s223

s12c12s23c23s13

1+ s213

sin2

D12
4E
L

+4

c223   s223

Jr sin2

D23
4E
L

 4

c223   s223

Jr sin2

D31
4E
L

(33)
Cmt =

 4s212c212s223c223

1+ s213 + s
4
13

sin2

D12
4E
L

+4

s212c
2
12 + s
2
23c
2
23

s213 sin
2

D12
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

(34)
D =

 8s212c212s223c223s213 sin2

D12
4E
L

(35)
Cee = 1  Cem   Cet
= 1 

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

 

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

(36)
Amm =  Aem   Amt
=  

4

c212   s212

Jr sin2

D12
4E
L

  4Jr sin2

D23
4E
L

+4Jr sin2

D31
4E
L

 

+4

c212   s212
 
c223   s223

s12c12s23c23s13

1+ s213

sin2

D12
4E
L

+4

c223   s223

Jr sin2

D23
4E
L

 4

c223   s223

Jr sin2

D31
4E
L

(37)
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Cmm = 1  Cem   Cmt
= 1 

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

 

 4s212c212s223c223

1+ s213 + s
4
13

sin2

D12
4E
L

+4

s212c
2
12 + s
2
23c
2
23

s213 sin
2

D12
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

(38)
Att = Aem   Amt
=

4

c212   s212

Jr sin2

D12
4E
L

  4Jr sin2

D23
4E
L

+4Jr sin2

D31
4E
L

 

+4

c212   s212
 
c223   s223

s12c12s23c23s13

1+ s213

sin2

D12
4E
L

+4

c223   s223

Jr sin2

D23
4E
L

 4

c223   s223

Jr sin2

D31
4E
L

(39)
Cmm = 1  Cem   Cmt
= 1 

 4s212c212c213

s213s
2
23   c223

sin2

D12
4E
L

+4s212s
2
13s
2
23c
2
13 sin
2

D23
4E
L

+4c212s
2
13c
2
13s
2
23 sin
2

D31
4E
L

 

 4s212c212s223c223

1+ s213 + s
4
13

sin2

D12
4E
L

+4

s212c
2
12 + s
2
23c
2
23

s213 sin
2

D12
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

 4s223c223c213

c212s
2
13   s212

sin2

D31
4E
L

(40)
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III. Probabilitas Osilasi Neutrino dan Kebergantungan Fase CP
dalam Materi
Untuk mendapatkan perumusan probabilitas osilasi neutrino dalam materi , perhatikan
hamiltonian neutrino tiga generasi dalam materi berikut ini
H˜ =
0@ H˜ee H˜em H˜etH˜me H˜mm H˜mt
H˜te H˜tm H˜tt
1A
= H +
1
2E
0@ A 0
0
1A (41)
dengan : A = 2
p
2GFreE adalah potensial dalam materi.
Diagonalisasi Hamiltonian dalam ini memberikan
U˜†H˜U˜ =
0@ E1 E1
E2
1A
=
0BB@ E+
m21
2E
E+ m
2
2
2E
E+ m
2
3
2E
1CCA
= E+
1
2E
0@ m21 m22
m23
1A
= E+
1
2E
0@ l1 l2
l3
1A (42)
dimana li adalah nilai eigen massa dalam materi.Keadaan eigen neutrino dalama materi
diberikan
jnai =å
i
U˜ai jnii (43)
dengan U˜ai adalah matriks bauran neutrino dalam materi dan keadaan eigen neutrino dalam
materi yang bergantung waktu diberikan
jna (t)i =å
i
U˜aie
 iEit jnii (44)
dan 

nb
 =å
i


nb
 U˜bi (45)
sehingga amplitudo transisi neutrino dalam materi adalah

nbjnb (t)

= å
j
å
i
U˜aie
 iEitU˜b j


njjni

= å
i
U˜aie
 iEitU˜bi
= å
i
U˜aie
 i

E+
m2i
2E

t
U˜bi
= e iEtå
i
U˜aie
 i li2E tU˜bi
= e iELå
i
U˜aie
 i li2E LU˜bi (46)
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Sehingga probabilitas osilasi neutrino dalam materi adalah seperti pada persamaan (11)
adalah
P
 
na ! nb

= dab   4
siklik
å
(ij)
ReJ˜ijab sin
2 D˜0ij  2
siklik
å
(ij)
J˜ sin 2D˜ij (47)
Untuk mendapatkan bentuk eksplisit probabilitas osilasi neutrino dalam materi , diperke-
nalkan p˜ab dan q˜ab yang didefinisikan
p˜ab = 2EH˜ab (48)
q˜ab = (2E)
2 H˜ab
= (2E)2
 
H˜gbH˜ag   H˜abH˜gg

(49)
dimana (abg) = (emt) , (mte) , (tem).Dari sifat unitaritas matriks MNS dan persamaan (48)
dan (48) didapatkan
1. Hubungan pertama unitaritas matriks MNS
å
i
U˜aiU˜bi = dab (50)
2. Hubungan kedua H˜ = U˜diag (l1,l2,l3) U˜†, didapatkan
å
i
liU˜aiU˜bi = p˜ab (51)
3. Hubungan ketiga
(2E)2H = (2E)2 H˜ 1  detH˜
= U˜diag

1
l1
,
1
l2
,
1
l3

U˜†  l1l2l3 (52)
didapatkan
å
ijk
ljlkU˜aiU˜bi = q˜ab (53)
dari ketiga hubungan tersebut didapatkan
U˜aiU˜bi =
p˜abli + q˜ab   dabli
 
lj + lk

D˜jiD˜ki
(54)
U˜ajU˜bj =
p˜ablj + q˜

ab   dablj (lk + li)
D˜ijD˜kj
(55)
sehingga persamaan (47) dapat ditulis sebagai berikut
P
 
na ! nb

= dab   4
siklik
å
(ij)
ReJ˜ijab sin
2 D˜0ij  2
siklik
å
(ij)
J˜ sin 2D˜ij (56)
dengan ReJ˜ijab adalah
ReJ˜ijab =
 p˜ab2 lilj + q˜ab2 + Re  p˜ab q˜ab  li + lj
D˜ijD˜12D˜23D˜31
(57)
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dan faktor Jarlskog dalam materi didapatkan
J˜ =
Im

p˜em q˜em

D˜12D˜23D˜31
(58)
Probabilitas osilasi neutrino baik transisi maupun survival dalam materi didapatkan dengan
memasukkan bentuk eksplisit ReJ˜ijab dan faktor Jarlskog dalam materi ke persamaan (47) ,
didapatkan
P
 
ne ! nm

= A˜em cos d+ B˜ sin d+ C˜em (59)
P (ne ! nt) =  A˜em cos d  B˜ sin d+ C˜et (60)
P
 
nm ! nt

= A˜mt cos d+ B˜ sin d+ C˜mt + D˜ cos 2d (61)
P (ne ! ne) = C˜ee (62)
P
 
nm ! nm

= A˜mm cos d+ C˜mm   D˜ cos 2d (63)
P (nt ! nt) = A˜tt cos d+ C˜tt   D˜ cos 2d (64)
dengan koefisien - koefisiennya secara eksplisit adalah
A˜em =
siklik
å
(ijk)
 8 JrD21D31lk (lk   D31) +  A˜emk
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki (65)
B˜ =
8JrD12D23D31
D˜12D˜23D˜31
cos D˜012 sin D˜
0
23 sin D˜
0
31 (66)
C˜em =
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
13s
2
23c
2
13lilj +
 
C˜em

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij (67)
C˜et =
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
23c
2
23c
4
13 (li   A)
 
lj   A

+
 
C˜mt

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
 sin2 D˜0ij (68)
A˜mt =
siklik
å
(ijk)
 8 JrD21D31 (lk   A) (lk   A  D31)  c223   s223+  A˜mtk
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki (69)
C˜mt =
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
23c
2
23c
4
13 (li   A)
 
lj   A

+
 
C˜mt

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij (70)
D˜ =
siklik
å
(ijk)
 8D221 (lk   A  D31)2 s212c212s223c223s213
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki (71)
C˜ee = 1+
siklik
å
(ij)
4
h
D231s
2
13c
2
13lilj +
 
C˜ee

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 d˜0ij (72)
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A˜mm =  A˜em   A˜mt
=  
siklik
å
(ijk)
 8 JrD21D31lk (lk   D31) +  A˜emk
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki
 
siklik
å
(ijk)
 8 JrD21D31 (lk   A) (lk   A  D31)  c223   s223+  A˜mtk
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki (73)
C˜mm = 1  C˜em   C˜mt
= 1 
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
13s
2
23c
2
13lilj +
 
C˜em

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij
 
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
23c
2
23c
4
13 (li   A)
 
lj   A

+
 
C˜mt

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij (74)
A˜tt =  A˜et   A˜mt
=  
siklik
å
(ijk)
8

JrD21D31lk (lk   D31) +
 
A˜em

k

D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki
 
siklik
å
(ijk)
 8 JrD21D31 (lk   A) (lk   A  D31)  c223   s223+  A˜mtk
D˜2jkD˜
2
ki
 cos D˜0ij sin D˜0jk sin D˜0ki (75)
C˜tt = 1  C˜et   C˜mt
= 1 
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
13c
2
23c13lilj +
 
C˜et

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij
 
siklik
å
(ij)
 4
h
D231s
2
23c
2
23c
4
13 (li   A)
 
lj   A

+
 
C˜mt

ij
i
D˜ijD˜12D˜23D˜31
sin2 D˜0ij (76)
IV. Simpulan
Perhitungan probabilitas osilasi neutrino telah dilakukan baik dalam vakum maupun ma-
teri.Diperoleh probabilitas transisi dan survival neutrino dalam vakum adalah terlihat bahwa
probabilitas neutrino dalam vakummaupunmateri memiliki bentuk yang sama , hanya berbeda
koefisien - koefisiennya saja.
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